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Probléme Un grand classique

Le but du probleme est I’étude des solutions de I'équation (E,) : z" = Z
d’inconnue z € C, n entier naturel supérieur ou égal a 2.

1. Etude d’un cas particulier
Pourtoutz € Conposez=x+1iy,x € Rety € R.
On considere (E,) : z? = Z.
a. Montrer qu’avec ces notations on a I’équivalence :
x2—y?=x
z est solution de (E,) & 1

Xy==3Y

b. Montrer que (E,) admet quatre solutions, en donner la forme algébrique.
c. Onnote A4, B et C les points du plan complexe dont les affixes sont les
solutions non nulles de (E,). Quelle est la nature du triangle ABC ?
2. Etude du cas général
Pour tout entier naturel n > 2, on note (E,,) I'équation z" = Z.
a. Montrer que 0 est une solution de (E,,).
b. Montrer que : si z est une solution non nulle de (E},), alors |z| = 1.

c. Montrer que les solutions non nulles de (E},) sont les solutions dans C de
I'équation z"*1 = 1.

d. Résoudre (E,,) puis indiquer la nature du polygone dont les sommets ont
pour affixes les solutions non nulles de (E,,).
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Corrigé
Exercice 1 Un grand classique

1. Pourtoutz € Conposez = x + iy, x € Rety € R. On considére (E,) :z> = Z.
a. Montrer qu’avec les notations précédentes on a I’équivalence :
x2—y?t=x
Z est solution de (E,) © 1
Xy = —E)’
On a les équivalences : z est solution de (E,) © z* = Z © x* — y% + 2ixy = x — iy.
Or, deux complexes sont égaux si et seulement si ils ont méme partie réelle et
méme partie imaginaire, donc :

2 2
2 2 XT=y =X
xz—y2+2ixy=x—iy<:>{x Y=t s 1

2xy = =y Xy =-3Yy

Conclusion :
x2—y?t=x
Z est solution de (E,) © 1
Xy = —E)’

b. Montrer que (E,) admet quatre solutions, donner la forme algébrique de chacune
d’entre-elles.

Résolvons le systeme : 1
2

e1¥cas:y+# 0
Sous cette hypothese, on a les équivalences :

1
1 -3 1 1 1
=Sy =—t—x=——yYyX—S x=—=
Xy 2y X ) X 2y X >
puis en remplagant dans la premiere ligne du systeme :
( 1)2 oo Yo 12 5 3 V3 V3
—_— —_ = —— = — - = — & = — = — —
2) =7 2 4Ty TRTY T oMY TS
On obtient finalement les deux couples : (—l;\/—g) et (— 1 ;= \/_§)
2’ 2 2 2
e2°cas:y =0

Sous cette hypothese, on a les équivalences :
¥ —0’=xex*-x=0x(x—-1)=02x=00ux=1
On obtient finalement les deux couples: (0;0) et (1; 0).

Conclusion :

V3 1 3

E,) admet quatre solutions : 0,1, ——=+i— et ———1—

(E3) q 2 2 2 2

c. On note A, B et C les points du plan complexe dont les affixes sont les
solutions non nulles de (E,). Quelle est la nature du triangle ABC ?

1 V3 1 3
Posons : z, = 1,ZB=—§+17 etzC=—§—l7
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V3 3 43 9 3 12
AB = lzp = 24l “5“7‘1““5 ) VA PR
1 3 1 3 N V3
BC = |z¢ — zg ‘—5—17—<—§+l7>‘— —2i—|=2%X1X—=+/3
1 3 3 V3 9 3 12
CA—lZA—ch—‘1—<—§—l7>‘:‘§+l7: Z-I_Z: Z:\/B

On constate que AB = BC = CA donc le triangle ABC est équilatéral.

2. Etude du cas général
Pour tout entier naturel n > 2, on note (E,) I'équation z" = Z.

a. Montrer que 0 est une solution de (E,)).
0" = 0et0 = 0donc 0™ = 0 autrement dit 0 est une solution de (E,).

b. Montrer que : si z est une solution non nulle de (E,,), alors |z| = 1.
Si z est une solution non nulle de (E,;)),ona:z # 0 et z" = Z,donc:
Iz =zl & |zI" =zl & |zI" — |zl =0 & |z](]z]""* - 1) = 0
© |zl =00ulz|®*1=1;0rz # 0donc |z| # 0, par conséquent : |z|*1 =1
ce qui revientadire: |z| =1

Conclusion : si z est une solution non nulle de (E,,), alors |z| = 1.

c. Montrer que les solutions non nulles de (E,,) sont les solutions de z"*1 = 1.
En déduire les solutions de (E,,).

On a les équivalences :
z est une solution non nulle de (E,) & { Zni 0_ (:){ Zni 0 _
=7 Uxz'=2zX7Z

{Z z#0 @{Zzio {Zzio

n+l _
n+l = |z7)2 n+l _ 12 n+1 _ 1 7 =1

Conclusion :
Les solutions non nulles de (E,,) sont les solutions de z"*1 = 1.

d. Résoudre (E,,) puis indiquer la nature du polygone dont les sommets ont
pour affixes les solutions non nulles de (E,,).

Les solutions non nuls de (E,,) sont les solutions de z,,,; = 1, c’est-a-dire les racines

. 2T

(n + 1)-iemes de I'unité, ce sont donc les nombres e™n+1 | k € {0; ...; n}.

.y 2T

Les solutions de (E,,) sont: 0 et les n + 1 nombres e*nriavec k € {0; ...;n}.
Les points dont les affixes sont les solutions non nulles de (E,,) sont les sommets
d’un polygone régulier a (n + 1) cotés.
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