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Problème  Un grand classique 
 

Le but du problème est l’étude des solutions de l’équation (ܧ௡) : ݖ௡ = ഥ ݖ   
d’inconnue ݖ ∈ ℂ, ݊ entier naturel supérieur ou égal à 2. 
 

1. Étude d’un cas particulier 
Pour tout ݖ ∈ ℂ on pose ݖ = ݔ + ݔ ,ݕ݅ ∈ ℝ et ݕ ∈ ℝ. 
On considère (ܧଶ) : ݖଶ = ഥ ݖ  . 
 

a.  Montrer qu’avec ces notations on a l’équivalence :     

(ଶܧ) est solution de ݖ ⇔ ቐ
ଶݔ − ଶݕ = ݔ

ݕݔ = −
1
2
ݕ

 

 

b.  Montrer que (ܧଶ) admet quatre solutions, en donner la forme algébrique. 
 
 

c.  On note ܤ ,ܣ et ܥ les points du plan complexe dont les affixes sont les  
  solutions non nulles de (ܧଶ). Quelle est la nature du triangle ܥܤܣ ?  
 

2. Étude du cas général  
Pour tout entier naturel ݊ ⩾ 2, on note (ܧ௡) l’équation ݖ௡ = ഥ ݖ  .  
 
 

a.  Montrer que 0 est une solution de (ܧ௡). 
 

b.  Montrer que : si ݖ est une solution non nulle de (ܧ௡), alors |ݖ| = 1. 
 

c.  Montrer que les solutions non nulles de (ܧ௡) sont les solutions dans ℂ de 
  l’équation ݖ௡ାଵ = 1.  
 

d.  Résoudre (ܧ௡) puis indiquer la nature du polygone dont les sommets ont  
  pour affixes les solutions non nulles de (ܧ௡). 
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Corrigé 
Exercice 1 Un grand classique 
1. Pour tout ݖ ∈ ℂ on pose ݖ = ݔ + ݔ ,ݕ݅ ∈ ℝ et ݕ ∈ ℝ. On considère (ܧଶ) : ݖଶ = ഥ ݖ  . 

a.  Montrer qu’avec les notations précédentes on a l’équivalence : 

(૛ࡱ) est solution de ࢠ       ⇔ ቐ
࢞૛ − ࢟૛ = ࢞

࢞࢟ = −
૚
૛
࢟

 

  On a les équivalences : ݖ est solution de (ܧଶ) ⇔ ²ݖ = ̅ݖ ⇔ ²ݔ − ଶݕ + ݕݔ2݅ = ݔ −  .ݕ݅
  Or, deux complexes sont égaux si et seulement si ils ont même partie réelle et 
  même partie imaginaire, donc : 

²ݔ − ଶݕ + ݕݔ2݅ = ݔ − ݕ݅ ⇔ ൜ݔ
ଶ − ଶݕ = ݔ

ݕݔ2 = ݕ− ⇔ ቐ
ଶݔ − ଶݕ = ݔ

ݕݔ = −
1
2
ݕ

 

  Conclusion :  

(૛ࡱ) est solution de ࢠ             ⇔ ቐ
࢞૛ − ࢟૛ = ࢞

࢞࢟ = −
૚
૛
࢟

 

b.  Montrer que (ࡱ૛) admet quatre solutions, donner la forme algébrique de chacune  
  d’entre-elles.   

      Résolvons le système ∶ ቐ
²ݔ − ଶݕ = ݔ

ݕݔ = −
1
2
ݕ

 

  • 1er cas : ࢟ ≠ ૙ 
  Sous cette hypothèse, on a les équivalences : 

ݕݔ = −
1
2
ݕ ⇔ ݔ =

−1
ݕ2
ݕ

⇔ ݔ = −
1
2
ݕ ×

1
ݕ
⇔ ݔ = −

1
2

 

  puis en remplaçant dans la première ligne du système : 

൬−
1
2
൰
ଶ

− ଶݕ = −
1
2
⇔ ଶݕ =

1
4

+
2
4
⇔ ଶݕ =

3
4
⇔ ݕ =

√3
2

ݕ ݑ݋  = −
√3
2

 

  On obtient finalement les deux couples : ቀ− ଵ
ଶ

; √ଷ
ଶ
ቁ et ቀ− ଵ

ଶ
 ;  − √ଷ

ଶ
ቁ. 

  • 2e cas : ࢟ = ૙ 
  Sous cette hypothèse, on a les équivalences :  

²ݔ − 0ଶ = ݔ ⇔ ଶݔ − ݔ = 0 ⇔ ݔ)ݔ − 1) = 0 ⇔ ݔ = ݔ ݑ݋ 0 = 1 
  On obtient finalement les deux couples : (0; 0) et (1 ;  0). 
 

  Conclusion : 

admet quatre solutions (ଶܧ)       ∶ ૙, ૚, −
૚
૛

+ ࢏
√૜
૛

  et −
૚
૛
− ࢏

√૜
૛

 
    

c.  On note ࡮ ,࡭ et ࡯ les points du plan complexe dont les affixes sont les  
  solutions non nulles de (ࡱ૛). Quelle est la nature du triangle ࡯࡮࡭ ? 

     Posons ∶ ஺ݖ  = 1, ஻ݖ = −
1
2

+ ݅
√3
2

 et ݖ஼ = −
1
2
− ݅

√3
2
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On a : 

ܤܣ = ஻ݖ| − |஺ݖ = ቤ−
1
2

+ ݅
√3
2
− 1ቤ = ቤ−

3
2

+ ݅
√3
2
ቤ = ඨ9

4
+

3
4

= ඨ12
4

= √૜ 

ܥܤ = ஼ݖ| − ஻ݖ = ቤ−
1
2
− ݅

√3
2
− ቆ−

1
2

+ ݅
√3
2
ቇቤ = ቤ−2݅

√3
2
ቤ = 2 × 1 ×

√3
2

= √૜ 

ܣܥ = ஺ݖ| − |஼ݖ = ቤ1 − ቆ−
1
2
− ݅

√3
2
ቇቤ = ቤ

3
2

+ ݅
√3
2
ቤ = ඨ9

4
+

3
4

= ඨ12
4

= √૜ 
 

  On constate que ܤܣ = ܥܤ =   .est équilatéral ࡯࡮࡭ donc le triangle ܣܥ
 

2. Étude du cas général  
Pour tout entier naturel ݊ ⩾ 2, on note (ܧ௡) l’équation ݖ௡ = ഥ ݖ  .  
 

a.  Montrer que ૙ est une solution de (࢔ࡱ). 
  0௡ = 0 et 0ത = 0 donc 0௡ = 0ത  autrement dit 0 est une solution de (ܧଶ). 
 

b.  Montrer que : si ࢠ est une solution non nulle de (࢔ࡱ), alors |ࢠ| = ૚. 
  Si ݖ est une solution non nulle de (ܧ௡), on a : ݖ ≠ 0 et ݖ௡ =   : donc ̅,ݖ
|௡ݖ|   = |̅ݖ| ⇔ ௡|ݖ| = |ݖ| ⇔ ௡|ݖ| − |ݖ| = 0 ⇔ ௡ିଵ|ݖ|)|ݖ| − 1) = 0 
  ⇔ |ݖ| = 0 ou |ݖ|௡ିଵ = 1 ; or ݖ ≠ 0 donc |ݖ| ≠ 0, par conséquent : |ݖ|௡ିଵ = 1 
  ce qui revient à dire : |ݖ| = 1 
 

  Conclusion : si ࢠ est une solution non nulle de (࢔ࡱ), alors |ࢠ| = ૚.  
 

c.  Montrer que les solutions non nulles de (࢔ࡱ) sont les solutions de ࢔ࢠା૚ = ૚.  
  En déduire les solutions de (࢔ࡱ).    

  On a les équivalences : 

(௡ܧ) ݁݀ ݈݈݁ݑ݊ ݊݋݊ ݊݋݅ݐݑ݈݋ݏ ݁݊ݑ ݐݏ݁ ݖ ⇔ ቄ ݖ ≠ 0
௡ݖ = ̅ݖ ⇔ ቄ ݖ ≠ 0

ݖ × ௡ݖ = ݖ ×  ̅ݖ

⇔ ൜ ݖ ≠ 0
௡ାଵݖ = ²|ݖ| ⇔ ቄ ݖ ≠ 0

௡ାଵݖ = 1² ⇔ ቄ ݖ ≠ 0
௡ାଵݖ = 1 ⇔ ௡ାଵݖ = 1 

 

  Conclusion : 
  Les solutions non nulles de (࢔ࡱ) sont les solutions de ࢔ࢠା૚ = ૚. 
 

d.  Résoudre (࢔ࡱ) puis indiquer la nature du polygone dont les sommets ont  
  pour affixes les solutions non nulles de (࢔ࡱ). 
 

  Les solutions non nuls de (ܧ௡) sont les solutions de ݖ௡ାଵ = 1, c’est-à-dire les racines  

  (݊ + 1)-ièmes de l’unité, ce sont donc les nombres ݁௜௞
మഏ
೙శభ , ݇ ∈ {0; … ; ݊}. 

  Les solutions de (࢔ࡱ) sont : ૙ et les ࢔ + ૚ nombres ࢑࢏ࢋ
૛࣊
࢑ శ૚ avec࢔ ∈ {૙; … ;   .{࢔

  Les points dont les affixes sont les solutions non nulles de (࢔ࡱ) sont les sommets  
  d’un polygone régulier à (࢔ + ૚) côtés.   

  
 
      


